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重回帰分析入門
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平均

分散

各変数を平均０，分散１の変数に変換する．

変数 m
サンプル n
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準備

入力変数 出力変数
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測定データ

標準化データ
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最小二乗法（OLS）

身長

体重

身長 = 定数 × 体重 + 誤差
y a x e
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体重から身長を推定したい！
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重回帰分析： 設定
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いま，出力変数 y の推定値を入力変数の線形結合

で与えたい．このとき，出力変数の測定値と推定値との差
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の二乗和が最小となるように，偏回帰係数 am を決定せよ．
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重回帰分析： 必要条件
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誤差の二乗和

必要条件（Jが最小となるための）
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重回帰分析： 正規方程式
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正規方程式

偏回帰係数
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重回帰分析： 重回帰式
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偏回帰係数
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重回帰分析： 幾何学的解釈
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N次元線形空間

M=2次元部分空間
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測定値

予測値

誤差

誤差が最小となるためには，誤差と予測値が直交すればよい．
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正規方程式
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重回帰分析： 相関係数

誤差が最小となるためには，
測定値と予測値がなす角θが最小になればよい．
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誤差が最小となるためには，誤差と予測値が直交すればよい．

重相関係数

誤差が最小となるためには，
測定値と予測値の相関係数が最大になればよい．
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重回帰分析： 重相関係数
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12
例題： 重回帰分析（10人）

49.5 84.9 160.4 10
60.5 88.0 168.0 9
65.0 94.0 174.0 8
66.5 92.0 163.0 7
50.0 87.0 151.4 6
50.0 82.0 155.3 5
57.0 85.0 172.0 4
57.0 86.0 168.4 3
55.5 87.0 167.5 2
61.0 84.0 167.0 1

体重(x2)胸囲(x1)身長(y)



SICEプロセス塾

Copyright (C) 2007 Manabu Kano 3

13
例題： 重回帰分析（10人）

－－0.687重相関係数（R）

0.828-0.216－標準偏回帰係数

－－0.472決定係数（R2）

0.969-0.427－偏回帰係数

6.133.637.18標準偏差

57.287.0164.7平均

体重(x2)胸囲(x1)身長(y)
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分散分析

残差の
変動

回帰に
よる変動

－－全変動

分散比不偏分散自由度平方和変動要因
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VF =

ある仮定（重回帰分析の前提条件）の下で，
F は自由度 p, N-p-1 の F 分布に従う．

15
重要な式
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例題： 分散分析（10人）

35.07245.1残差の
変動

3.13

109.52219.0回帰に
よる変動

－－9464.1全変動

分散比不偏分散自由度平方和変動要因

13.3737.4)05.0;7,2( >=F

);1,( α−− pNpF 自由度 p, N-p-1 の F 分布，危険率α
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例題： 重回帰分析（20人）

49.5 84.9 160.4 10
60.5 88.0 168.0 9
65.0 94.0 174.0 8
66.5 92.0 163.0 7
50.0 87.0 151.4 6
50.0 82.0 155.3 5
57.0 85.0 172.0 4
57.0 86.0 168.4 3
55.5 87.0 167.5 2
61.0 84.0 167.0 1

体重
(x2)

胸囲
(x1)

身長
(y)

56.082.0 172.0 20
54.085.2 167.4 19
58.883.0 168.0 18
60.086.0 169.2 17
54.084.0 167.6 16
53.582.0 163.3 15
58.487.0 164.8 14
59.588.0 162.6 13
61.090.0 171.0 12
49.5 78.0 164.7 11

体重
(x2)

胸囲
(x1)

身長
(y)
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例題： 重回帰分析（20人）

－－0.636重相関係数（R）

0.879-0.441－標準偏回帰係数

－－0.405決定係数（R2）

0.986-0.663－偏回帰係数

4.933.685.54標準偏差

56.885.8165.9平均

体重(x2)胸囲(x1)身長(y)
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例題： 分散分析（20人）

20.417346.7残差の
変動

5.78

117.92235.7回帰に
よる変動

－－19582.5全変動

分散比不偏分散自由度平方和変動要因

78.5592.3)05.0;17,2( <=F
);1,( α−− pNpF 自由度 p, N-p-1 の F 分布，危険率α

20
重回帰分析の問題点

YXXXa TT 1)( −=偏回帰係数

XX T が逆行列を持たない場合，最小二乗法は使えない．

入力変数が線形従属である場合

サンプル数が入力変数の数より少ない場合もダメ．
以下では，サンプル数は十分にあるとする．

21
多重共線性

y  

241
321

82
156

x1  

15.9
37.0
61.1
86.0

1.36

x2 

34.6
16.1
83.0
65.9

-0.80

x3 

64.8
72.1
28.6
33.9

5.01

x1 

16.1
36.9
60.6
85.9

-4.28

x2 

34.7
16.3
82.8
65.9

-18.9

x3 

65.1
72.0
28.9
34.2

-26.0係数

Data “A” Data “B”

入力変数が厳密に線形従属でなくても，入力変数間に強い
相関関係が存在する場合には，係数推定値の分散が大きく
なり，推定結果の信頼性が低下してしまう．

22
何が問題なのか？

推定値の分散が大きくなると，何が問題なのか？
推定ができれば良いのではないか？

2211 xaxay += 21 xxy ==

21 5.05.0ˆ xxy +=

21 99100ˆ xxy −=

2ˆ xy =

＜重回帰分析で酷い目に遭う例＞

99.0,01.1,00.1 21 === xxy測定データ

1.00

0.99

2.99

Model 1

Model 2

Model 3

係数が大きいほど，測定ノイズの影響を受けやすい．

23
最小二乗法の拡張

YXXXa TT 1)( −=

YXIXXa TT 1)( −+= λ

Ordinary Least Squares (OLS)

Ridge Regression (RR)

Principal Component Regression (PCR)
Partial Least Squares (PLS)

2min XaY −

22min aXaY λ+−

YXa +=

Minimum Norm Solution 

+X ：一般化逆行列

いずれの手法も係数を小さく抑えようとする．

24
リッジ回帰

必要条件（評価が最小となるための）

22min aXaY λ+−

2min XaY −重回帰

リッジ回帰

0)(2 =+−=
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例題： リッジ回帰

ーーーーーー偏回帰係数

-26.0-18.9-4.285.01-0.801.36重回帰

34.265.985.933.965.986.01564 

2.34-2.380.872.36-2.340.86リッジ回帰

28.982.860.628.683.061.1823 
72.016.336.972.116.137.03212 
65.134.716.164.834.615.92411 
x3x2x1x3x2x1y

Data Set: BData Set: A

26
おわり


